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EXTENSIONES ALGEBRAICAS CARLOS S. CHINEA

1. Introduccion:

Conocemos el concepto de cuerpo como una estructura algebraica definida con dos
leyes de composicidon interna, concepto que se expone en otros articulos que figuran
en esta misma Web (Ver Cuerpos. Extensiones de un cuerpo, o también,
Extensiones Trascendentes de un cuerpo). Conocemos también el concepto de
subcuerpo de un cuerpo dado y que la familia R, de los subcuerpos de un cuerpo L
verifica las condiciones de definicion de una familia de Moore:

D LT F
2 "Pi F,({H:HT P} F,

A la familia de Moore R de los subcuerpos de L esta asociada, pues, la aplicacion
llamada Clausura de Moore M:

~ -

“XTLMX)° X={H:HT FL UX i H

La Clausura de Moore de una parte X del cuerpo L es, por tanto, el minimo subcuerpo
X de L que contiene a X.

Se tiene, ademas, que, precisamente por ser familia de Moore, es R reticulo completo,
cuyos elementos minimos y maximo son, respectivamente, el subcuerpo primo P, y el

mismo cuerpo L:
min(FL) =P,
max(FL) =L

Conocemos también, del tema anterior, el concepto de extension de un cuerpo, junto
con la subdivision de las extensiones en dos clases excluyentes entre si:

- Extensiones Trascendentes.
- Extensiones Algebraicas.

Se entenderd, pues, en adelante, que un cuerpo L es extension de un cuerpo K, si L
contiene un subcuerpo K' que es isomorfo a K.

Es claro que si L es supercuerpo del cuerpo K, es L extension de K, pues contiene un
subcuerpo (el mismo K) isomorfo a K (isomorfismo identidad).

Ademas, si L es extension del cuerpo K, es inmediato que L es espacio vectorial sobre
el cuerpo K:
(L,+ K)

y la dimensién de este espacio vectorial se llama grado de la extension, que
acostumbramos a representar por (L:K) o bien por (L/K):

(L/K)=dim(L,+, k)

MATEMATICA OCTUBRE 2003 2




EXTENSIONES ALGEBRAICAS CARLOS S. CHINEA

Notacién empleada también para indicar, simplemente, que es L extension de K.

Se dirA que L es extensiéon infinita de K si (L/K)=+¥. Caso contrario, si
(L/ K)l +¥ diremos que L es extension finita de K.

siHIT F_ y es Suna parte de L, el minimo subcuerpo de L que contiene a Hy a S se
llama extensién de H por adjuncién de Sy se representa por H(S). Sabemos también

quees H(S, US,) =H(S)(S,).

Si la parte S tiene un solo elemento, S={a} la extension H(S) se llama extension
simple de H. De acuerdo con lo afirmado en el anterior parrafo, se tendra:

H(a,. a,,....a,) = H(@)(®,)...(a,)

Es decir, la extensién de un cuerpo H por adjuncién de un conjunto finito A de n
elementos, A={a,,a,,...,an} es la extensién de H por sucesivas adjunciones de los n
elementos de A.

Seflalemos que la extensiéon simple H(a) es realmente la familia de cocientes

H(@) ={p(a)/a(@) : p(x),a() T H[x] Uq(@)* o}
donde p(xX) y q(x) son polinomios del anillo H[X].

También, el minimo subanillo de L que contiene a a, denotado por H[a], es
Hla] ={p@) : p) T H[x]}

Naturalmente, siempre es H[a] i H(a), y, en algunos casos que analizaremos mas
adelante se da el caso de igualdad: H[a] = H(a).

Dados dos cuerpos, L y H, la adjuncién L(H) (o bien H(L)) la representaremos por LH,
0 sea:

LH° L(H) = H)
Estudiaremos a continuacion las extensiones algebraicas de un cuerpo de forma
general, tanto las propiedades de los grados de las extensiones componentes de torres
de cuerpos, que inmediatamente definiremos, como el caracter de esta clase de
extensiones, que también concretaremos mediante definiciéon formalizada.

DEFINICION 1.

Una torre de cuerpos es una sucesion de cuerpos K; I Kk, [ Kk, tal que cada ki
es extension de k;. (i=1, ..., n-1).

DEFINICION 2.

Sea T una clase de cuerpos, cada uno de ellos extension del cuerpo K (es decir, cada
uno de ellos conteniendo un subcuerpo K' isomorfo a K):
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DA AL,

Se dice que T es clase distinguida entre todas las clases posibles cuyos elementos son
cuerpos extensiones de K, si T cumple las condiciones siguientes:

1) Para la torre K | L, | Lj se cumple siempre que

‘IL/A
LT
L/kTTU%_KA
I
A'T

A

2) Dados dos subcuerpos, H y S, de un cuerpo L, ambos extensiones de K, se cumple

que
HiTTp HSLT T

: 1 L, L./ % LL /3
3) Sison L., L, | L entonces 4, KI TP 4IT

DEFINICION 3:

Una inmersion S : K ® L del cuerpo K en L es un monomorfismo de K en L. Si
K | E una aplicacion t : E ® L se dice que es una prolongacion o extensién de S
si la restriccion de T a K coincide con S .
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2. Extensiones algebraicas:
DEFINICION 4:

Si el cuerpo L es una extensién de K, se dice que t1 L es algebraico sobre K sii
existen elementos ag, ..., a, de K, no todos nulos (n 3 1) tales que

a, tat+...+a.t"=0

Una extensiéon L de K se dice que es algebraica si todo elemento de L es algebraico
sobre K.

Es claro que "t K, tes algebraico sobre el cuerpo K, pues verifica la ecuacion
polinédmica

X-t=0

es decir, existen coeficientes, X, -1 de Ktalesque x -t =0

PROPOSICION 1:

Sea L una extension del cuerpo K. Entonces, si tT L es algebraico sobre K, la familia
de los polinomios de K[x] que se anulan para x = t, es decir, el conjunto
| = {f )/ f(x) 1 K[X],f(t) = O}, es un ideal principal engendrado por un polinomio
p(x) irreducible tal que si t 1 K, es grado p(x) = 1, ysi t | K entonces es grado p(x)
K|x

3 2. Se verifica también que: (p(X)) » K[t] = K(t), siendo K(t) una extension

finita de K.
En efecto:
a) sean f(X) y g(xX) dos polinomios del anillo K[x] que se anulan para x = t. Esto

quiere decir que f(t) = 0Oy que g(t)=0, por lo cual, si es | el conjunto de los
polinomios que se anulan para x = t:

f(x)- g(x)T1 1
f(x).g)T 1

f®-9®=0

b I ideal de K[x]
f(t).gt) =0

i ‘I
s p Ve
A A

b) Al ser K[x] un anillo principal, todos sus ideales son principales, por lo cual el
conjunto | de los polinomios que se anulan en x = t es un ideal principal, esto es,
estd engendrado por un polinomio irreducible p(x):

$p(x)T K[x]/1 = (p(x)).

siendo p(x) el polinomio de menor grado entre los que se anulan para x = t.

Veamos que p(x) es irreducible, pues si no lo fuera se tendria que
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$h(x), 1) T K|x|/p(x) = h(x)I(x) P p(t) = h(t).It)=0pP
P h()=0UI(t) =0Ugrad h(x) < grad p(x) Ugrad I(x) < grad p(x) b

P p(x) no es el polinomio de menor grado que se anula para x =t P contradiccion.

Luego, p(x) es irreducible.

Si es ag el coeficiente director del polinomio p(x), llamaremos polinomio irreducible de t
sobre K al polinomio

1 (6K, %) = - pe9

c) Sea la aplicacion F : K[X] ® K[t]definida por
"fO)T K(x], F(f(x)) = f(©)
es inmediato que F es homomorfismo sobreyectivo, y se tiene que
Ker F = {m() T K[x]/m() = 0 = (p(x))
y su descomposicién candnica:

Klx] #dme Kl

n -1
b
b (p(0) 7 Kl
por tanto:
K] » Kl%(x))
d) Puesto que p(x) es irreducible y K[x] es anillo principal, el ideal 1=(p(x)) es un

ideal maximal. Y puesto que K[x] tiene elemento unidad ello implica que

|K[x
(p(x
% K[t]z f

cuerpo

oco

Es decir, K[t] es un cuerpo que contiene aKy at b K(t) i K[t].

P K[t] cuerpo

Y como se tiene siempre que K[t] i K(t), se deduce que es K[t] = K(t).
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La igualdad anterior nos indica que todo elemento de la extensidon simple K(t) es una
expresion polindmica con coeficientes en el cuerpo K. Veamos que se trata de una
extension finita de K.

"el Kt)p el K[t]p e=et)
Dividiendo €(X) por p(x): €X) = p(Xx).q(x) + r(X), y para x = t se tiene:
et) = p(t).q(t) +r) =0+ r() =r()
Si es n = grad (p(x)), entonces grad e(t) = grad r(t) £ n- 1, o sea, es:
et)=a, +at+..+a, t"*

por tanto, " €(t) 1 K(t), &(t) es combinacion lineal de los monomios {l,t,...,t”'l},

ue son linealmente independientes y, por tanto, una base del espacio vectorial
?K(t),K,+,.K).

En definitiva, dim(K(t),+,.K) = (K(t)/K) = N, por lo cual L es extension finita de K.
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3. Extensiones finitas:
PROPOSICION 2:
Si L es extension finita de K, entonces L es extension algebraica de K.

En efecto:

L extensién finita de K P (L/K) =np {1,t,...,t”'l}es una base del espacio vectorial

dado por (L,+,cK)P {Lt,...t"}lineal.indepb " tT K,${a,.a,,...a,} 1 K/§ at' =0
i=1
Y es alguno de los & * OP t es algebraico sobre K P (L/K) algebraica.

PROPOSICION 3:

~

sea K, I K, I K, una torre de cuerpos. Se verifica que
(K3 : Kl) = (K3 : KZ)'(KZ - Kl)
En efecto:

1) Sean {ai,az,...,ar} r elementos de Kz linealmente independientes sobre K,

(r £ (K, : K,))

Sean {bl, bz,...,bs} s elementos de K, linealmente independientes sobre K;

(s £ (K, : K,))

Los r.s elementos {aibj} pertenecen a Kz y son linealmente independientes sobre

k]_:
a) porser a1 K, b, I K, K,p ai.bjT K,
- ! oes 0
b) de ser @ l;ab, =0, 1; 1 K, P a ga I;b;za =0, y siendo los a;
i,j i=1@j=1 4]
S S
independientes sobre K, y g l;b; 1 K, P g l;b; =0 y los bj
j=1 j=1
independientes sobre K1 b |ij =0, "ij.
Por tanto, al ser los r.s elementos {ai bj} linealmente independientes sobre Kl1, se
tiene que:

rs £ (K3 : Kl)

Lo que hemos probado, por consiguiente, es:
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r£ (K, 1K, )i .
<) b rst(K,:K,)

2) Si uno al menos de los r o s es infinito, es decir, si es ' =¥ o0 bien S =¥,

entonces:
rs=¥£(K,:K,)P (K, K,)=¥
O sea:
r.s = (K3 " Kl)
0 bien:

(Ko 1K MK, 1K) = (K, 1K)
y la proposiciéon quedaria probada para este caso.

3) Si ambos r o s son finitos, se tiene:

ir=(K, oK) ¥

ts=(K, 1K) ¥
y de 1):

r.s£(K3:K1)

Ademas, "x1 K, x = § da, d T K, (pues{a, a,,...,a,} es una base de k).
i=1

I.b, LT K, (pues{bl,bz,...,bs} es una base de K»).

=g i

Q-

También, "d. T K,, d, =
i=1

Por tanto:

.o S | 0 &
xI Ky, x=aétalbm =al;ab; P {ai bj} son generadores de Kg, y, al ser
i=1 &j=1 g =t

linealmente independientes P {aibj} es base de (K3 : Kl)

Entonces:
r.s = (K3 : Kl)
0 bien
(K3 : KZ)(KZ : Kl) = (K3 : Kl)
COROLARIO 1:
1) Paraunatorre K, I K, I ...1 K_ den cuerpos se tiene:

(K, 1K) = (K, : K, ;) K, 1 K,)
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2) El cuerpo L = K(al,az,...,an) obtenido por adjuncién de un numero finito n de
elementos a; algebraicos sobre K, es una extension finita de K.

En efecto:
1) Es inmediato, aplicando recurrencia, del resultado de la proposicién 3, pues si

(K,.,:K)=1(K, : K, }-{K, : K,)

n-
entonces

(K, :K,1) = (K, K, MK, oK) = (K, i KK K L) (K 1K)

2) Llamaremos:

Koo ki =K@), K, =K(a,,a,), ..., K, =K(a,...,a,)

y queda la torre:

Asi, pues, se tiene que es: Ki = Ki_l(a].), con g algebraico sobre Ki.; (por ser
algebraico sobre K), parai =1, 2, ..., n; por lo tanto, la extensién (Ki : Ki_l) es finita
parai =1, 2, ..., n, de donde se deduce que K, =K(a,...,8,) es extension finita de
K.

PROPOSICION 4:

1) Toda extension finita L de un cuerpo K puede obtenerse adjuntando a K un ndmero
finito de elementos algebraicos.

2) La suma, diferencia, producto y cociente de elementos algebraicos sobre K son
también algebraicos sobre K.

3) Sea la torre K i Li H y supongamos L extension algebraica de K. Entonces, si

tT H es algebraico sobre L, es también algebraico sobre K.

En efecto:

1) Sea L extensiéon finita de K y {ql,qz,...,qn} una base del espacio vectorial
(L,+,OK), entonces
dim(L,+,cK) = (L: K) =n

"el LLe=agq, +...+a,4q,, al Kb Li K|[q,...,q,] =K(a,....q,)

Ahora bien, por ser K [ L y qiT L, (i :l,...,n)b K( 1,...,qn)

LT K(G..-..0,)0

b L =K@y q,
K@ @) T L Creeer o)
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2) Sea L supercuerpo de K y sean dl,dzT L elementos algebraicos sobre K.
Entonces se tiene la torre

Ki K(d,d,)I L
donde es K(d,,d,) una extension finita (por corolario 1. 2) y, por tanto, algebraica.
A esta extensién algebraica pertenecen los elementos

d,+d,,d,-d,,d.d, yd,/d, (d,?* 0)
que seran, en consecuencia, elementos algebraicos sobre K.
3) t1 H algebraico sobreK b $f (x)1 K[/ f(x)=a, +a,t+..+a,t"=0,a 1 L
considerando el cuerpo intermedio N = K(ai,az,...,an) sera:
KT NI N(t)

Al ser L extension algebraica de K, los aiT L son algebraicos sobre K, i=0,1, ..., n,
entonces es M extension finita del cuerpo K, por corolario 1. 2).

Igualmente es t algebraico sobre N (puesto que f (X)1 N[X]) por lo que es también
N(t) extension finita de K, y por la proposiciéon 2, extensiéon algebraica de K.
PROPOSICION 5:

Toda extensién L=K(A) obtenida por la adjuncién al cuerpo k de un nimero A (finito o
infinito) de elementos algebraicos sobre K, es una extensién algebraica de K.

En efecto:

a) Si A es finito, por proposicion 4 es L=K(A) una extension finita de K, y, por
proposicidon 2, una extension algebraica de K.

b) Si A es infinito, sea H un supercuerpo comun a Ky a Ay sea L=K(A) el cuerpo
obtenido de K por adjuncién de A.

Sies F= {dl,dz,...,dn} una parte finita de A, se tendra que K(F) 1 K(A)=L.
Llamando F(A) a la familia de las partes finitas de A, sea su reunion:
R=U{K(F)/FT F(A)}

Puesto que "F1 F(A),K(F)I Lb RI L
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Pero la reunion R es, realmente, el conjunto de las expresiones racionales, con
coeficientes en K, formadas cada una por un numero finito de elementos de A.

Es inmediato que se trata de un cuerpo, cuerpo que contiene a Ky a A. Por
tanto, L = R.

PROPOSICION 6:

1) La clase Ty, de las extensiones finitas de un cuerpo K, es clase distinguida.

2) La clase Zy, de las extensiones algebraicas de un cuerpo K, es clase distinguida.
En efecto:

1) Veamos la clase Ty de las extensiones finitas.

1.1) Sealatorre K I L I L; con L, /KT T,.Se Tiene

(LJ' : éljj:: (}E-) fl}:)lz(: . )g > (Li : K)'(LJ - Li) finito P

b (L :K)finito U (L, : L) finito b %I T b LT
por tanto:
L/
Weor T
L%T T b i 5
AR
| i

1.2) L/KT T, b $A = {dl,...,dm} algebraicos sobre K, talesque L = K(A)
Sea H/K. Se tiene:

HL = L(H) = H(L) = H(K(A)) =H(A) P HL =H(A) y A es algebraica sobre Ky
sobre H P H%—I finita.

Por tanto:

LT T p HLZT T,

1.3) Sean %,%T T, . Entonces:

L = K(A), con A = {dl,...ds} algebraicos sobre K.
H = K(B), con B = {el,...er} algebraicos sobre K
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LH = H(L) = H(K(A)) = H(A) = K(B)(A) = K(BUA)

y siendo BUA finito y sus elementos algebraicos sobre K P H%( finita

por tanto:

%,"%(TTK b H%<T T,

2) Veamos la clase Zx de las extensiones algebraicas.
. . |_j -
2.1)sealatorre K1 L; I L;, con K I Z,
L, . ’ L, .
K algebraicay L; | L; b 7% algebraica

por ser K 1| L, . todo elemento de L; algebraico sobre K es también algebraico sobre

L b I% algebraica

por tanto:
|L/
L/l Z. b IL/

L/ 1 JH/
AI Z, U /< U H,L subcuerpos de M b

HL = H(L R R
T V )D por propos 5, H(L)HI zZ, b H%—Il Z,
K k

%T Z, b H%T Z,

2.3) Sean %%I Z, UL(H)=H(L) =LH b L%T z

por tanto: %(,%T Z, b L%T Z

2.2)

por tanto:
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4. El cuerpo de ruptura:

DEFINICION 5:

Dado un cuerpo Ky un polinomio irreducible p(X)T K[X], se llama cuerpo de ruptura
de p(X) a una extension simple L = K(t) tal que p(t) = 0.

PROPOSICION 7:

Dado un cuerpo Ky un polinomio irreducible p(X)T K[X], existe siempre el cuerpo de
ruptura de p(x), determinado salvo isomorfismo.

En efecto:

si p(x)1 K[X] es irreducible en K[X] p (p(X)) es ideal maximo P
(p(x)) ideal maximal K[x

K[x] anillo con el. unidad (p(0)) cuerpo

N
b i
A

Por ser K | K[X], el epimorfismo canénico N : K[X] ® le (

transforma a K
p(x))
en un cuerpo isomorfo a K, subcuerpo de le (p(X)) En adelante identificamos los
cuerpos isomorfos Ky K'y consideramos L = K[X (p(X)) como un subcuerpo de K.

ea ara 1 = ] Kl-X

Sea, para X | K[x], n(x) = el %(x))'

Y para f(x)1 K[X]/f(X) =r,+rxX+...+r X" sea:
nf(x))=fle)=r, +re+...+re"

Es decir, los elementos del cuerpo L = K[%(X)) son expresiones polinédmicas en €.
Entonces:
Li k[T Kle)

y como L es un cuerpo, seréa K(e) i L

por tanto:
Li K(e)
K@ 1 L

El polinomio p(X) = a, tax+...+ anxs pertenece a la clase O de L (por pertenecer

b L=K(e)

al ideal (p(x)). Es decir, se tiene por una parte que N(P(X)) =0 y por otra parte se
tiene que N(p(x)) = a, +ae+...+ae€’
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por tanto:
a, +ae+ae’+...+ae" =0

De lo cual se deduce que el L es algebraico sobre K y ademas es cero de
p(x) | K[X] P L es extension algebraica simple de Ky ademas p(x) admiteen L a €
como cero P L es cuerpo de ruptura de p(X).

Si existieran dos cuerpos de ruptura, K(a) y K(b), ambos, por ser isomorfos a

le (p(X)) serfan isomorfos entre si. Son, efectivamente, k-isomorfos en el k-

isomorfismo g tal que g(C, + C,a+...+c,a )= c, +cb+...+c, b’

COROLARIO 2:

Dado un polinomio p(X)T K[X] irreducible sobre K existe una extensién L/K obtenida

por una sucesion de n extensiones simples, sobre la que p(x) se descompone
totalmente en factores lineales.

En efecto:

a) Si sobre un primer cuerpo de ruptura Ll(q) el polinomio p(x) se descompone en
factores lineales irreducibles ya esta resuelta la cuestion.

b) En caso contrario, sea L, =L, (€) el cuerpo de ruptura de uno de los factores
irreducibles no lineales P,(X) y realizamos la descomposicion de P, (X)en factores

irreducibles sobre L,. Ahora apareceran mas factores lineales que en la
descomposiciéon sobre L;.

La reiteracion de este precedimiento conduce, al cabo de un numero finito, n, de
operaciones, a una extension finita, %< sobre la que p(X) se descompone

totalmente en factores lineales.
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5. Clausura algebraica:
PROPOSICION 8:

Sea K un cuerpo y sea K[x] su anillo de polinomios. Existe una extensién algebraica de
Ken la que " pX)I K[X] se descompone en factores lineales, minimal para esta
propiedad y algebraicamente cerrada.

En efecto:

Sea P(X) = g, +aXx +...+a,X" y llamemos

PO _a &
a, a a,

p(x) = +...+ X" =b, +bx +...+bx"

por tanto, p(X) =b, +bx +...+b x"*+b x".

n

Llamemos K'= K(X), cuerpo de las funciones racionales con coeficientes en K.

Introduzcamos el conjunto {yij} de indeterminadas de dos indices, iy j, de los cuales

el primero recorre todo K[X]:pi(X)T K[X], y el segundo recorre el conjunto

{LZ,...,ni} donde es N, = grado p,(X).

Asi, por ejemplo, al polinomio pS(X) le corresponden las indeterminadas

{ysl’ Ysar-- "ysns}

Sies grad p,(X) = 4, le corresponderan:

{yZl’ Yoosees y24}

Lo que se ha hecho, realmente, es construir una indeterminada por cada raiz de cada
polinomio de K[X].

Sea D = K'[yijj el anillo de polinomios con coeficientes en K', con respecto a las

indeterminadas yjj, y consideremos el ideal A de D engendrado por los polinomios f;(x)
de expresion:

i) =p(X)- (X-yi)-(X- ¥i).-.(X - ¥in,)
El elemento neutro e de K no pertenece al ideal A, pues si € A, seria e combinacion
lineal de un nimero r de polinomios fij(x) de A:

e= é gfi(x) = gf.(x) + g.f,(xX) +... + g £, (X)

i=1
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si damos a yjj los valores de las j raices de fi(x), se tiene que fj(x)=0 y, por tanto, es:

.
[¢}
e=a9fi(x)=0
i=1
lo cual es falso, pues sabemos que en todo cuerpoes € 1 0.

De esto se deduce que e no es elemento del ideal Ay, por tanto, es A1 D.

Como la familia I(D) de los ideales de D es U-inductiva, existira, por el Lema de Zorn,
un ideal maximal:

$mi 1(D)/" AT I(D), Al m

Y, puesto que D tiene elemento unidad, E = % es un cuerpo. Es el cuerpo de las

clases (modulo m) de elementos de D.

Se tiene, ademas, que " hl,hzi K/h -h,=z1 0, entonces h, h pertenecen a
clases diferentes pues, caso contrario, sera:

h-h =z1E,zz"=el m

de lo cual, D=m, contra la hipétesis de ser D distinto de m.

Luego, elementos diferentes de K pertenecen a clases diferentes de E = % lo que

implica que E contiene un subcuerpo isomorfo a K, es decir, es una extension de K.

Sea a hora qgjj la clase de E que contiene a y; y sea L el cuerpo de adjuncion K(qij).

si f. (X)T m, entonces fi(x) pertenece a la clase cero del cuerpo E:

P, (X) = (X' qil)(x' qiz)“‘(x' qini)

Al ser {qij} algebraicos sobre K y L=K(qg;;) sera, por proposicion 5, extension algebraica
de K.

También L es elemento minimal de la clase de las extensiones algebraicas de K tales
que en ellas se descompone en factores lineales todo elemento de K[x], pues al haber
sido construido L como cuerpo de adjuncién K(gij) se tiene que cualquier cuerpo K
intermedio K| K'l L no contiene a todos los gj lo que implica que existen
polinomios en K[Xx] que no se descomponen en factores lineales sobre el cuerpo K'.

Luego, es L extensién algebraica de K en la que todo polinomio de K[x] se descompone
en factores lineales y es ademas minimal entre las que tienen esta propiedad.
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Veamos dque el cuerpo L:K(qij)es también algebraicamente cerrado. Sea

f 01 K[X] un polinomio irreducible en L tal que el grado de f(x)>1 y comprobemos
que esto es contradictorio.

Sea z1 H un cero de f(x) en un cuerpo de ruptura H de f(x): K1 LI H

Es decir, ZI H es algebraico sobre L y, por proposicion 4 —3°), es algebraico sobre K.
Esto implica que z verifica una ecuacion g(x)=0 irreducible en el cuerpo K, y, por
consiguiente, f(x) divide a g(x). Pero, por construccion del cuerpo L (L=K(q;;)) sabemos
que g(x) se descompone en L en factores lineales. Luego es contradictorio.

Por tanto, no existe un polinomio f(X)T K[X] con grado mayor que 1 que sea
irreducible en L, lo que implica que L es algebraicamente cerrado.

Y reciprocamente, una extensién de L que sea algebraicamente cerrada es extension
minimal del cuerpo K entre las que son algebraicas y verifican que en ellas se
descompone en factores lineales todo polinomio de K[X]. Para comprobarlo,

consideremos una de tales extensiones % tal que KI HI L. Debe ser

necesariamente H=L, pues, en caso contrario, sea di L-H y f(x) el polinomio
irreducible de K[x] anulado por d. Este polinomio no puede descomponerse en H en
factores lineales, luego H=L. Con esto termina la demostracion.

PROPOSICION 9:

Sea E/K una extensiéon algebraica y S : K ® L una inmersion de K en un cuerpo
algebraicamente cerrado L. Existe una prolongaciéon de S a una inmersién de E en L.
Si E es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre GK, toda prolongacién de este
tipo de S es un isomorfismo de E en L.

En efecto:

Sea S el conjunto de todos los pares (F,T), donde FI E es un subcuerpo de E, que
contiene a K, y T es una extensién de s a una inmersion de F en L.

Si (F,T), (F,T") son dos de tales pares, podemos definir la relacion de orden:
S IP)FI F
(F,T)E(FT)O § ) o
i2°) RestricT'aF =T
El conjunto S es no vacio, pues contiene a (K, S ) y, ademas, es inductivo:

Si {(Fi T )} es una cadena de S, bastara hacer F =UF, y definimos T:F ® L tal que
la restriccion de T a F; coincida con T;.

El par (F, T), construido de este modo, es, pues, mayorante minimo de la cadena
{(Fi T )} por lo que S es U-inductivo.
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Aplicando a S el Lema de Zorn, existe al menos un elemento maximal (H,1)T S, donde
es | una prolongaciéon a H de la inmersibn S y, como veremos a continuacion, es H =
E. Pues, caso contrario, seria:

SSHYEP $d1 E/dT H ydanulaa un polinomio irreducible f (x)1 K[X].

Entonces:

s(f(x)) = f ()T L[X]
Y sea ql L tal que f'(q)=0 (q existe siempre en L, pues L es algebraicamente cerrado).

Prolonguemos | a|'siendo | ': H(d) ® L de modo que

n

s(cO +cd+...+ cnd”) =c',+c,g+...+c' q

Es claro, entonces, que
a) (H(d), 1)1 s
b) (H,1) < (H(d), 1)

pero esto se contradice con el hecho de que (H, |) es elemento maximal de S. Luego,
efectivamente, es H=E.

Es decir, (E, |) es elemento maximal de S, y queda probada la primera parte de la
proposicion.

Para probar la segunda parte supongamos que E es algebraicamente cerrado; en este
caso tanto | E como L son algebraicamente cerrados (I E lo es por ser isomorfo a E, y L
lo es por hipdétesis).

Pero en la proposicion 8 se probé el caracter minimal de toda extensiéon algebraica de
K que fuera algebraicamente cerrada, entre todas las extensiones algebraicas de K que
descompongan en factores lineales todo polinomio de K[X]. Por tanto, es | E=L, Yy los
cuerpos E y L resultan ser isomorfos.

COROLARIO 3:

Sea K un cuerpo y E, E’, extensiones algebraicas de K, ambas algebraicamente
cerradas. Existe un isomorfismo t:E® E' que induce la identidad sobre K o K-
isomorfismo.

En efecto:
Es inmediato de la proposicion anterior.
De este corolario se deduce que toda extensidon algebraica de K que sea

algebraicamente cerrada es Unica, salvo isomorfismo. Este caracter de unicidad de
sentido a la definicién siguiente:
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DEFINICION 6:

Se llama clausura algebraica de un cuerpo K, abreviadamente, K, a una extension
algegraica de K que sea algebraicamente cerrada.
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