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1. Introducción:

Conocemos el concepto de cuerpo como una estructura algebraica definida con dos
leyes de composición interna, concepto que se expone en otros artículos que figuran
en esta misma Web (Ver Cuerpos. Extensiones de un cuerpo, o también,
Extensiones Trascendentes de un cuerpo). Conocemos también el concepto de
subcuerpo de un cuerpo dado y que la familia FL de los subcuerpos de un cuerpo L
verifica las condiciones de definición de una familia de Moore:

{ }I LL
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FPHHFP
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1

A la familia de Moore FL de los subcuerpos de L está asociada, pues, la aplicación
llamada Clausura de Moore M:

{ }I HXFHHXXMLX L ⊆∧∈=≡∈∀ :)(,

La Clausura de Moore de una parte X del cuerpo L es, por tanto, el mínimo subcuerpo
X  de L que contiene a X.

Se tiene, además, que, precisamente por ser familia de Moore, es FL retículo completo,
cuyos elementos mínimos y máximo son, respectivamente, el subcuerpo primo LΠ  y el

mismo cuerpo L:

( )
( ) LF
F

L

LL

=

Π=

max

min

Conocemos también, del tema anterior, el concepto de extensión de un cuerpo, junto
con la subdivisión de las extensiones en dos clases excluyentes entre sí:

- Extensiones Trascendentes.
- Extensiones Algebraicas.

Se entenderá, pues, en adelante, que un cuerpo L es extensión de un cuerpo K, si L
contiene un subcuerpo K' que es isomorfo a K.

Es claro que si L es supercuerpo del cuerpo K, es L extensión de K, pues contiene un
subcuerpo (el mismo K) isomorfo a K  (isomorfismo identidad).

Además, si L es extensión del cuerpo K, es inmediato que L es espacio vectorial sobre
el cuerpo K:

( )KL ,.,+

y la dimensión de este espacio vectorial se llama grado de la extensión, que
acostumbramos a representar por (L:K) o bien por (L/K):

( ) ( )kLKL ,.,dim/ +=
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Notación empleada también para indicar, simplemente, que es L extensión de K.

Se dirá  que L es extensión infinita de K si ( ) +∞=KL / . Caso contrario, si

( ) +∞≠KL /  diremos que L  es extensión finita de K.

Si LFH ∈  y es S una parte de L, el mínimo subcuerpo de L que contiene a H y a S se

llama extensión de H por adjunción de S y se representa por H(S). Sabemos también
que es  ))(()( 2121 SSHSSH =U .

Si la parte S tiene un solo elemento, S={a} la extensión H(S) se llama extensión
simple de H. De acuerdo con lo afirmado en el anterior párrafo, se tendrá:

( ) ))...()((,...,, nn aaaHaaaH 2121 =

Es decir, la extensión de un cuerpo H por adjunción de un conjunto finito A de n
elementos, A={a1,a2,...,an} es la extensión de H por sucesivas adjunciones de los n
elementos de A.

Señalemos que la extensión simple H(a) es realmente la familia de cocientes

[ ]{ }0≠∧∈= )()(),(:)(/)()( aqxHxqxpaqapaH

donde p(x) y q(x) son polinomios del anillo H[x].

También, el mínimo subanillo de L que contiene a a, denotado por H[a], es

[ ] [ ]{ }xHxpapaH ∈= )(:)(

Naturalmente, siempre es [ ] )(aHaH ⊆ , y, en algunos casos que analizaremos más

adelante se da el caso de igualdad: [ ] )(aHaH = .

Dados dos cuerpos, L y H, la adjunción L(H) (o bien H(L)) la representaremos por LH,
o sea:

)()( LHHLLH =≡
Estudiaremos a continuación las extensiones algebraicas de un cuerpo de forma
general, tanto las propiedades de los grados de las extensiones componentes de torres
de cuerpos, que inmediatamente definiremos, como el carácter de esta clase de
extensiones, que también concretaremos mediante definición formalizada.

DEFINICION 1.

Una torre de cuerpos es una sucesión de cuerpos nkkk ⊂⊂⊂ ...21  tal que cada ki+1

es extensión de ki. (i=1, ..., n-1).

DEFINICION 2.

Sea T una clase de cuerpos, cada uno de ellos extensión del cuerpo K (es decir, cada
uno de ellos conteniendo un subcuerpo K' isomorfo a K):
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Se dice que T es clase distinguida entre todas las clases posibles cuyos elementos son
cuerpos extensiones de K, si T cumple las condiciones siguientes:

1) Para la torre ji LLK ⊂⊂  se cumple siempre que









∈

∈
⇔∈
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i

j
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2) Dados dos subcuerpos, H y S, de un cuerpo L, ambos extensiones de K, se cumple
que

TS
HSTK

H ∈⇒∈

3) Si son LLL sr ⊆,   entonces   TK
LLTK

L
K

L srsr ∈⇒∈,

DEFINICION 3:

Una inmersión LK →:σ  del cuerpo K en L es un monomorfismo de K en L. Si
EK ⊆  una aplicación LE →:τ  se dice que es una prolongación o extensión de σ

si la restricción de  τ  a  K coincide con σ .
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2. Extensiones algebraicas:

DEFINICION 4:

Si el cuerpo L es una extensión de K, se dice que Lt ∈  es algebraico sobre K sii
existen elementos a0, ..., an de K, no todos nulos ( )1≥n  tales que

010 =+++ n
n tataa .....

Una extensión L de K se dice que es algebraica si todo elemento de L es algebraico
sobre K.

Es claro que tKt ,∈∀ es algebraico sobre el cuerpo K, pues verifica la ecuación
polinómica

X - t = 0

es decir, existen coeficientes, x, -1 de K tales que x - t = 0

PROPOSICION 1:

Sea L una extensión del cuerpo K. Entonces, si Lt ∈  es algebraico sobre K, la familia
de los polinomios de K[x] que se anulan para x = t, es decir, el conjunto

[ ]{ },)(,)(/)( 0=∈= tfxKxfxfI  es un ideal principal engendrado por un polinomio

p(x) irreducible tal que si Kt ∈ , es grado p(x) = 1, y si Kt ∉ entonces es grado p(x)

≥ 2. Se verifica también que: [ ]
( ) [ ] ),()( tKtKxp

xK =≈  siendo K(t) una extensión

finita de K.

En efecto:

a) sean f(x) y g(x) dos polinomios del anillo K[x] que se anulan para x = t. Esto
quiere decir que f(t) = 0 y que g(t)=0, por lo cual, si es I el conjunto de los
polinomios que se anulan para x = t:

[ ]xKdeidealI
Ixgxf
Ixgxf

tgtf
tgtf

⇒




∈
∈−

⇒




=
=−

)().(
)()(

)().(
)()(

0

0

b) Al ser K[x] un anillo principal, todos sus ideales son principales, por lo cual el
conjunto I de los polinomios que se anulan en  x = t es un ideal principal, esto es,
está engendrado por un polinomio irreducible p(x):

[ ] ( ))(/)( xpIxKxp =∈∃ ,
siendo p(x) el polinomio de menor grado entre los que se anulan para x = t.

Veamos que p(x) es irreducible, pues si no lo fuera se tendría que
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[ ]
⇒<∧<∧=∧=⇒

⇒==⇒=∈∃
)()()()()()(

)().()()().()(/)(),(
xpgradxlgradxpgradxhgradtlth

tlthtpxlxhxpxKxlxh
00

0

⇒ p(x) no es el polinomio de menor grado que se anula para x = t ⇒ contradicción.

Luego, p(x) es irreducible.

Si es as el coeficiente director del polinomio p(x), llamaremos polinomio irreducible de t
sobre K al polinomio

( ) )(,, xp
a

xKtI
s

rr
1

=

c) Sea la aplicación  [ ] [ ]tKxKF →: definida por

[ ] ( )( ) )(,)( tfxfFxKxf =∈∀

es inmediato que F es homomorfismo sobreyectivo, y se tiene que

[ ]{ } ( ))()(/)( xptmxKxmFKer ==∈= 0

y su descomposición canónica:

[ ] [ ]

[ ]
( ) [ ]tKxp

xK
b

in

tKxK F

≈

↑↓

 →

)(

por tanto:

[ ] [ ]
( ))(xp

xKtK ≈

d) Puesto que p(x) es irreducible y K[x] es anillo principal, el ideal I=(p(x)) es un
ideal maximal. Y puesto que K[x] tiene elemento unidad ello implica que

[ ]
( )

[ ] [ ]
( )

[ ] cuerpotK
xp

xKtK

cuerpoxp
xK

⇒








≈ )(

)(

     Es decir, K[t] es un cuerpo que contiene a K y a t [ ]tKtK ⊆⇒ )( .

     Y como se tiene siempre que  [ ] ( )tKtK ⊆ , se deduce que es [ ] ( )tKtK = .



EXTENSIONES ALGEBRAICAS                                                                          CARLOS S. CHINEA

MATEMÁTICA                                                                                                           OCTUBRE 2003 7

La igualdad anterior nos indica que todo elemento de la extensión simple K(t) es una
expresión polinómica con coeficientes en el cuerpo K. Veamos que se trata de una
extensión finita de K.

[ ] )()( ttKtK εεεε =⇒∈⇒∈∀

Dividiendo )(xε  por p(x):  )()().()( xrxqxpx +=ε , y para x = t se tiene:

)()()()().()( trtrtrtqtpt =+=+= 0ε

Si es n = grad (p(x)), entonces 1−≤= ntrgradtgrad )()(ε , o sea, es:

1
110

−
−+++= n

n tataat .....)(ε

por tanto, )(),()( ttKt εε ∈∀ es combinación lineal de los monomios { }11 −ntt,...,, ,

que son linealmente independientes y, por tanto, una base del espacio vectorial
( )KKtK ,.,),( + .

En definitiva, ( ) ( ) nKtKKtK ==+ /)(,.),(dim , por lo cual L es extensión finita de K.
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3. Extensiones finitas:

PROPOSICION 2:

Si L es extensión finita de K, entonces L es extensión algebraica de K.

En efecto:

L extensión finita de K ( ) { }1,...,,1/ −⇒=⇒ nttnKL es una base del espacio vectorial

dado por ( ) { } { } ∑
=

− =⊆∃∈∀⇒⇒+
n

i

i
in

n taKaaaKtindeplinealttKL
1

21
1 0/,...,,,.,...,,1,, o

Y es alguno de los ⇒≠ 0ia  t es algebraico sobre K )/( KL⇒  algebraica.

PROPOSICIÓN 3:

Sea 321 KKK ⊂⊂  una torre de cuerpos. Se verifica que

( ) ( ) ( )122313 KKKKKK :.:: =

En efecto:

1) Sean { }raaa ,...,, 21  r elementos de K3 linealmente independientes sobre K2

( )( ).: 23 KKr ≤

     Sean { }sbbb ,...,, 21  s elementos de K2 linealmente independientes sobre K1

    ( )( ).: 12 KKs ≤

    Los r.s  elementos { }jiba  pertenecen a K3 y son linealmente independientes sobre

k1:
a) por ser 3323 KbaKKbKa jiji ∈⇒⊆∈∈ .,

b) de ser ∑ ∑∑
= =

=







⇒∈=

r

i
i

s

j
jijij

ji
jiij ablKlbal

1 1
1 00 .,

,

, y siendo los ai

independientes sobre K2 y 0
1

2
1

=⇒∈ ∑∑
==

s

j
jij

s

j
jij blKbl  y los bj

independientes sobre K1 ijlij ∀=⇒ ,0 .

    Por tanto, al ser los r.s elementos { }jiba  linealmente independientes sobre K1, se

tiene que:
( )13 KKsr :. ≤

Lo que hemos probado, por consiguiente, es:
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( )
( ) ( )13

12

23 KKsr
KKs
KKr

:.
:
:

≤⇒




≤
≤

2) Si uno al menos de los r o s es infinito, es decir, si es ∞=r  o bien ∞=s ,
entonces:

( ) ( ) ∞=⇒≤∞= 1313 KKKKsr ::.
     o sea:

( )13 KKsr :. =
     o bien:

( ) ( ) ( )131223 KKKKKK ::.: =

y la proposición quedaría probada para este caso.

3) Si ambos r o s son finitos, se tiene:

( )
( )




∞≠=
∞≠=

12

23

KKs
KKr

:
:

         y de 1):
                                                 ( )13 KKsr :. ≤

Además, { }ri

r

i
ii aaapuesKdadxKx ,...,,(,, 212

1
3 ∈=∈∀ ∑

=

es una base de K3).

También, { }sij

r

i
jijii bbbpuesKlbldKd ,...,,(,, 211

1
2 ∈=∈∀ ∑

=

es una base de K2).

Por tanto:

{ }ji

rs

ji
jiiji

r

i

s

j
jij babalablxKx ⇒=







=∈∀ ∑∑ ∑

== = 11 1
3

,

,  son generadores de K3, y, al ser

linealmente independientes { }jiba⇒  es base de ( )13 KK :

Entonces:
( )13 KKsr :. =

o bien
( ) ( ) ( )131223 KKKKKK ::.: =

COROLARIO 1:

1) Para una torre nKKK ⊆⊆⊆ ...21  de n cuerpos  se tiene:

( ) ( ) ( )1211 KKKKKK nnn :...:: −=
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2) El cuerpo ( )naaaKL ,...,, 21=  obtenido por adjunción de un número finito n de
elementos ai algebraicos sobre K, es una extensión finita de K.

En efecto:

1) Es inmediato, aplicando recurrencia, del resultado de la proposición 3, pues si

( ) ( ) ( )12111 KKKKKK nnn :...:: −− =
entonces

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )122111111 KKKKKKKKKKKK nnnnnnnnn :...:.::.:: −−−−−− ==

2) Llamaremos:

),...,(,...),,(),(, nn aaKKaaKKaKkK 1212110 ===

y queda la torre:

nKKK ⊆⊆⊆ ...10

Así, pues, se tiene que es: ),( iii aKK 1−=  con ai algebraico sobre Ki-1 (por ser

algebraico sobre K), para i = 1, 2, ..., n; por lo tanto, la extensión  ( )1−ii KK :  es finita

para i = 1, 2, ..., n, de donde se deduce que ),...,( nn aaKK 1=  es extensión finita de

K.

PROPOSICION 4:

1) Toda extensión finita L de un cuerpo K puede obtenerse adjuntando a K un número
finito de elementos algebraicos.

2) La suma, diferencia, producto y cociente de elementos algebraicos sobre K son
también algebraicos sobre K.

3) Sea la torre HLK ⊆⊆  y supongamos L extensión algebraica de K. Entonces, si
Ht ∈  es algebraico sobre L, es también algebraico sobre K.

En efecto:

1) Sea L extensión finita de K y { }nqqq ,...,, 21  una base del espacio vectorial

( )KL o,,+ , entonces

( ) ( ) nKLKL ==+ :,,dim o

[ ] ( )nninn qqKqqKLKaqaqaL ,...,,...,,..., 1111 =⊆⇒∈++=∈∀ εε

Ahora bien, por ser  ( ) ( )ni qqKniLqyLK ,...,,...,, 11 ⇒=∈⊆

),...,(
),...,(

),...,(
n

n

n qqKL
LqqK

qqKL
1

1

1 =⇒




⊆
⊆
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2) Sea L supercuerpo de K y sean Ldd ∈21,  elementos algebraicos sobre K.
Entonces se tiene la torre

LddKK ⊆⊆ ),( 21

donde es ),( 21 ddK una extensión finita (por corolario 1. 2) y, por tanto, algebraica.

A esta extensión algebraica pertenecen los elementos

( ).0/.,, 221212121 ≠−+ dddydddddd

que serán, en  consecuencia, elementos algebraicos sobre K.

3)  [ ] LatataaxfxKxfKsobreebraicoaHt i
n

n ∈=+++=∈∃⇒∈ ,0.....)(/)(lg 10

considerando el cuerpo intermedio  ( )naaaKN ,...,, 21=  será:

)(tNNK ⊆⊆

Al ser L extensión algebraica de K, los La i ∈  son algebraicos sobre K, i=0,1, ..., n,

entonces es M extensión finita del cuerpo K, por corolario 1. 2).

Igualmente es t algebraico sobre N (puesto que [ ]xNxf ∈)( ) por lo que es también

N(t) extensión finita de K, y por la proposición 2, extensión algebraica de K.

PROPOSICIÓN 5:

Toda extensión L=K(A) obtenida por la adjunción al cuerpo k de un número A (finito o
infinito) de elementos algebraicos sobre K, es una extensión algebraica de K.

En efecto:

a) Si A es finito, por proposición 4 es L=K(A) una extensión finita de K, y, por
proposición 2, una extensión algebraica de K.

b) Si A es infinito, sea H un supercuerpo común a K y a A y sea L=K(A) el cuerpo
obtenido de K por adjunción de A.

          Si es { }ndddF ,...,, 21=  una parte finita de A, se tendrá que LAKFK =⊆ )()( .

          Llamando F(A) a la familia de las partes finitas de A, sea su reunión:

                                              { })(/)( AFFFKUR ∈=

          Puesto que LRLFKAFF ⊆⇒⊆∈∀ )(),(
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Pero la reunión R es, realmente, el conjunto de las expresiones racionales, con
coeficientes en K, formadas cada una por un número finito de elementos de A.

Es inmediato que se trata de un cuerpo, cuerpo que contiene a K y a A. Por
tanto, L = R.

PROPOSICION 6:

1) La clase Tk, de las extensiones finitas de un cuerpo K, es clase distinguida.

2) La clase Zk, de las extensiones algebraicas de un cuerpo K, es clase distinguida.

En efecto:

1) Veamos la clase Tk de las extensiones finitas.

1.1) Sea la torre kjji TKLconLLK ∈⊆⊆ / . Se Tiene

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) K
i

j
K

i
iji

iji
ijij

j

TL
LTK

LfinitoLLfinitoKL

finitoLLKL
LLKLKL

finitoKL

∈∧∈⇒∧⇒

⇒⇒




=

::

:.:
:.::

:

por tanto:









∈

∈
⇒∈

K
i

j

K
i

K
j

TL
L

TK
L

TK
L

1.2) { } )(,coslg,...,/ AKLquetalesKsobreebraiaddATKL mK ==∃⇒∈ 1

       Sea H/K. Se tiene:

)()())(()()( AHHLAHAKHLHHLHL =⇒====  y A es algebraica sobre K y

sobre H H
HL⇒  finita.

Por tanto:

KK TH
HLTK

L ∈⇒∈

1.3)  Sean ., KTK
H

K
L ∈  Entonces:

     L = K(A), con { }sddA ,...1=  algebraicos sobre K.

    H = K(B), con { }reeB ,...1=  algebraicos sobre K
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( ) )())(()()()( BUAKABKAHAKHLHLH =====

y siendo BUA finito y sus elementos algebraicos sobre K finitaK
HL⇒

por tanto:

KK TK
HLTK

H
K

L ∈⇒∈,

2) Veamos la clase Zk de las extensiones algebraicas.

2.1) Sea la torre K
j

ji ZK
LconLLK ∈⊆⊆ ,

ebraicaaK
LLLyebraicaaK

L
i

ji
j lglg ⇒⊆

por ser  iLK ⊆ , todo elemento de Lj algebraico sobre K es también algebraico sobre

Li 
i

j

L
L

⇒  algebraica

por tanto:









∈

∈
⇒∈

K
i

j

K
i

K
j

ZL
L

ZK
L

ZK
L

2.2)

              

KK
k

K

ZH
HLZH

LHproposporzK
L

LHHL

MdesubcuerposLHK
HZK

L

∈⇒∈






⇒
∈

=
⇒

⇒∧∧∈

)(,
)(

,

5

por tanto:

KK ZH
HLZK

L ∈⇒∈

2.3) Sean KK ZK
LHLHLHHLZK

H
K

L ∈⇒==∧∈ )()(,

por tanto:     KK ZK
LHZK

H
K

L ∈⇒∈,



EXTENSIONES ALGEBRAICAS                                                                          CARLOS S. CHINEA

MATEMÁTICA                                                                                                           OCTUBRE 2003 14

4. El cuerpo de ruptura:

DEFINICION 5:

Dado un cuerpo K y un polinomio irreducible [ ]xKxp ∈)( , se llama cuerpo de ruptura

de p(x) a una extensión simple L = K(t) tal que p(t) = 0.

PROPOSICION 7:

Dado un cuerpo K y un polinomio irreducible [ ]xKxp ∈)( , existe siempre el cuerpo de
ruptura de p(x), determinado salvo isomorfismo.

En efecto:

Si [ ]xKxp ∈)( es irreducible en [ ] ( ))(xpxK ⇒ es ideal máximo ⇒
( )

[ ]
[ ]

( )



⇒⇒ cuerpoxp
xK

unidadelconanilloxK
imalidealxp

)(.
max)(

Por ser [ ]xKK ⊆ , el epimorfismo canónico  [ ] [ ]
( ))(: xp

xKxKn →  transforma a K

en un cuerpo isomorfo a K', subcuerpo de [ ]
( ))(xp

xK . En adelante identificamos los

cuerpos isomorfos K y K' y consideramos  [ ]
( ))(xp

xKL =   como un subcuerpo de K.

Sea, para [ ] [ ]
( ).)()(, xp

xKxnxKx ∈=∈ ε

Y para [ ] n
n xrxrrxfxKxf +++=∈ ...)(/)( 10  sea:

( ) n
nrrrfxfn εεε +++== ...))(( 10

Es decir, los elementos del cuerpo [ ]
( ))(xp

xKL =  son expresiones polinómicas en ε .

Entonces:
[ ] ( )εε KKL ⊆⊆

y como L es un cuerpo, será ( ) LK ⊆ε

por tanto:
( )

( ) ( )ε
ε

ε
KL

LK
KL

=⇒




⊆
⊆

El polinomio  s
n xaxaaxp +++= ...)( 10 pertenece a la clase 0 de L (por pertenecer

al ideal (p(x)). Es decir, se tiene por una parte que 0=))(( xpn  y por otra parte se

tiene que s
naaaxpn εε +++= ...))(( 10



EXTENSIONES ALGEBRAICAS                                                                          CARLOS S. CHINEA

MATEMÁTICA                                                                                                           OCTUBRE 2003 15

por tanto:

02
210 =++++ n

naaaa εεε ...

De lo cual se deduce que L∈ε  es algebraico sobre K y además es cero de
[ ] LxKxp ⇒∈)( es extensión algebraica simple de K y además  p(x) admite en L a ε

como cero L⇒  es cuerpo de ruptura de p(x).

Si existieran dos cuerpos de ruptura, K(a) y K(b), ambos, por ser isomorfos a
[ ]

( ))(xp
xK , serían isomorfos entre sí. Son, efectivamente, k-isomorfos en el k-

isomorfismo g tal que ( ) r
r

r
r bcbccacaccg +++=+++ ...... 1010

COROLARIO 2:

Dado un polinomio [ ]xKxp ∈)(  irreducible sobre K existe una extensión L/K obtenida
por una sucesión de n extensiones simples, sobre la que p(x) se descompone
totalmente en factores lineales.

En efecto:

a) Si sobre un primer cuerpo de ruptura ( )11 εL , el polinomio p(x) se descompone en
factores lineales irreducibles ya está resuelta la cuestión.

b) En caso contrario, sea )( 212 εLL =   el cuerpo de ruptura de uno de los factores

irreducibles no lineales )(xp1  y realizamos la descomposición de )(xp1 en factores

irreducibles sobre L2. Ahora aparecerán más factores lineales que en la
descomposición sobre L1.

La reiteración de este precedimiento conduce, al cabo de un número finito, n, de

operaciones, a una extensión finita, K
L , sobre la que )(xp  se descompone

totalmente en factores lineales.
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5. Clausura algebraica:

PROPOSICIÓN 8:

Sea K un cuerpo y sea K[x] su anillo de polinomios. Existe una extensión algebraica de
K en la que [ ]xKxp ∈∀ )(  se descompone en factores lineales, minimal para esta
propiedad y algebraicamente cerrada.

En efecto:

Sea n
nxaxaaxP +++= ...)( 10  y llamemos

n
n

n

nnn

xbxbbxx
a
a

a
a

a
xPxp +++=+++== ......
)(

)( 10
10

por tanto, n
n

n
n xbxbxbbxp ++++= −

−
1

110 ...)( .

Llamemos ( )xKK =' , cuerpo de las funciones racionales con coeficientes en K.

Introduzcamos el conjunto { }ijy  de indeterminadas de dos índices,  i y j, de los cuales

el primero recorre todo [ ] ( ) [ ]xKxpxK i ∈: , y el segundo recorre el conjunto

{ }in,...,,21   donde es )(xpgradon ii = .

Así, por ejemplo, al polinomio )(xps  le corresponden las indeterminadas

{ }
ssnss yyy ,...,, 21

Si es 42 =)(xpgrad , le corresponderán:

{ }242221 yyy ,...,,

Lo que se ha hecho, realmente, es construir una indeterminada por cada raíz de cada
polinomio de [ ]xK .

Sea [ ]ijyKD '=    el anillo de polinomios con coeficientes en K', con respecto a las

indeterminadas yij, y consideremos el ideal A de D engendrado por los polinomios fi(x)
de expresión:

))...().(()()(
iiniiii yxyxyxxpxf −−−−= 21

El elemento neutro e de K no pertenece al ideal A, pues si Ae ∈ , sería e combinación
lineal de un número r de polinomios fi(x) de A:

∑
=

+++==
r

i
rrii xfxfxfxfe

1
2211 )(...)()()( γγγγ
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si damos a yij los valores de las j raíces de fi(x), se tiene que fi(x)=0 y, por tanto, es:

∑
=

==
r

i
ii xfe

1

0)(γ

lo cual es falso, pues sabemos que en todo cuerpo es  0≠e .

De esto se deduce que e no es elemento del ideal A y, por tanto, es DA ≠ .

Como la familia I(D) de los ideales de D es U-inductiva, existirá, por el Lema de Zorn,
un ideal maximal:

mADIADIm ⊆∈∀∈∃ ),(/)(

Y, puesto que D tiene elemento unidad, m
DE =  es un cuerpo. Es el cuerpo de las

clases (modulo m) de elementos de D.

Se tiene, además, que ,/, 02121 ≠=−∈∀ zhhKhh  entonces h1,  h2 pertenecen a

clases diferentes pues, caso contrario, será:

mezzEzhh ∈=∈=− −1
21 .,

de lo cual, D=m, contra la hipótesis de ser D distinto de m.

Luego, elementos diferentes de K pertenecen a clases diferentes de m
DE =  lo que

implica que E contiene un subcuerpo isomorfo a K, es decir, es una extensión de K.

Sea a hora qij la clase de E que contiene a yij y sea L el cuerpo de adjunción )( ijqK .

Si mxf i ∈)( , entonces fi(x) pertenece a la clase cero del cuerpo E:

( )( ) ( )
iiniii qxqxqxxp −−−= ...)( 21

Al ser { }ijq  algebraicos sobre K y L=K(qij) será, por proposición 5, extensión algebraica

de K.

También L es elemento minimal de la clase de las extensiones algebraicas de K tales
que en ellas se descompone en factores lineales todo elemento de K[x], pues al haber
sido construido L como cuerpo de adjunción K(qij) se tiene que cualquier cuerpo K’
intermedio LKK ⊆⊆ '  no contiene a todos los qij  lo que implica que existen
polinomios en K[x] que no se descomponen en factores lineales sobre  el cuerpo K’.

Luego, es L extensión algebraica de K en la que todo polinomio de K[x] se descompone
en factores lineales y es además minimal entre las que tienen esta propiedad.
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Veamos que el cuerpo )( ijqKL = es también algebraicamente cerrado. Sea

[ ]xKxf ∈)(   un polinomio irreducible en L tal que el grado de f(x)>1 y comprobemos
que esto es contradictorio.

Sea Hz ∈ un cero de f(x) en un cuerpo de ruptura H de f(x):   HLK ⊆⊆

Es decir, Hz ∈  es algebraico sobre L y, por proposición 4 –3º), es algebraico sobre K.
Esto implica que z verifica una ecuación g(x)=0 irreducible en el cuerpo K, y, por
consiguiente, f(x) divide a g(x). Pero, por construcción del cuerpo L (L=K(qij)) sabemos
que g(x) se descompone en L en factores lineales. Luego es contradictorio.

Por tanto, no existe un polinomio [ ]xKxf ∈)(  con grado mayor que 1 que sea
irreducible en L, lo que implica que L es algebraicamente cerrado.

Y recíprocamente, una extensión de L que sea algebraicamente cerrada es extensión
minimal del cuerpo K entre las que son algebraicas y verifican que en ellas se
descompone en factores lineales todo polinomio de K[x]. Para comprobarlo,

consideremos una de tales extensiones K
H  tal que LHK ⊆⊆ . Debe ser

necesariamente H=L, pues, en caso contrario, sea HLd −∈  y f(x) el polinomio
irreducible de K[x] anulado por d. Este polinomio no puede descomponerse en H en
factores lineales, luego H=L. Con esto termina la demostración.

PROPOSICION 9:

Sea E/K una extensión algebraica y LK →:σ  una inmersión de K en un cuerpo
algebraicamente cerrado L. Existe una prolongación de σ  a una inmersión de E en L.
Si E es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre GK, toda prolongación de este
tipo de σ  es un isomorfismo de E en L.

En efecto:

Sea S el conjunto de todos los pares (F,T), donde F⊆ E es un subcuerpo de E, que
contiene a K, y T es una extensión de σ a una inmersión de F en L.

Si (F,T), (F’,T’) son dos de tales pares, podemos definir la relación de orden:

( ) ( )




=
⊆

⇔≤
TFaTstric

FF
TFTF

'Re)º2

')º1
''.,

El conjunto S  es no vacío, pues contiene a (K, σ ) y, además, es inductivo:

Si ( ){ }ii TF ,  es una cadena de S, bastará hacer iFF U=  y definimos LFT →:  tal que

la restricción de T a Fi coincida con Ti.

El par (F, T), construido de este modo, es, pues, mayorante mínimo de la cadena
( ){ }ii TF , , por lo que S es U-inductivo.
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Aplicando a S el Lema de Zorn, existe al menos un elemento maximal (H,λ)∈S, donde
es λ una prolongación a H de la inmersión σ  y, como veremos a continuación, es H =
E. Pues, caso contrario, sería:

Si HdEdEH ∉∈∃⇒≠ /  y d anula a un polinomio irreducible [ ]xKxf ∈)( .

Entonces:
( ) [ ]xLxfxf ∈= )(')(σ

Y sea q∈ L tal que f'(q)=0 (q existe siempre en L, pues L es algebraicamente cerrado).

Prolonguemos λ a λ' siendo LdH →)(':λ  de modo que

( ) n
n

n
n qcqccdcdcc '...''... +++=+++ 1010σ

Es claro, entonces, que

( )
( ) ( )'),(,)

'),()
λλ

λ
dHHb
SdHa

<
∈

pero esto se contradice con el hecho de que (H, λ) es elemento maximal de S. Luego,
efectivamente, es H=E.

Es decir, (E, λ) es elemento maximal de S, y queda probada la primera parte de la
proposición.

Para probar la segunda parte supongamos que E es algebraicamente cerrado; en este
caso tanto λE como L son algebraicamente cerrados (λE lo es por ser isomorfo a E, y L
lo es por hipótesis).

Pero en la proposición 8 se probó el carácter minimal de toda extensión algebraica de
K que fuera algebraicamente cerrada, entre todas las extensiones algebraicas de K que
descompongan en factores lineales todo polinomio de K[x]. Por tanto, es λE=L,  y los
cuerpos E y L resultan ser isomorfos.

COROLARIO 3:

Sea K un cuerpo y E, E’,  extensiones algebraicas de K, ambas algebraicamente
cerradas. Existe un isomorfismo ': EE →τ  que induce la identidad sobre K o K-
isomorfismo.

En efecto:

Es inmediato de la proposición anterior.

De este corolario se deduce que toda extensión algebraica de K  que sea
algebraicamente cerrada es única, salvo isomorfismo. Este carácter de unicidad de
sentido a la definición siguiente:
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DEFINICION 6:

Se llama clausura algebraica de un cuerpo K, abreviadamente, K , a una extensión
algegraica de K que sea algebraicamente cerrada.
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